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Uncertainty Calculation of Quantities Obtained by Least Squares Regression of
Linearized Physical-Chemical Models, a Statistical and Metrological Approach

Abstract: This work presents the correct way to transfer the measurement uncertainties of the controlled and dependent
guantities to the final measurands obtained from the intercept and the slope of the straight line fitted through the
univariate or the bivariate least square regression on a linearized form of physical-chemical models. To exemplify the
procedure the rough experimental or simulated data of the Clausius-Clapeyron equation of the vapor pressure of a
liquid, of the first order kinetic law, of the Arrhenius equation for the temperature dependence of the reaction rate
constant, of the Michaelis-Menten equation for enzymatic catalysis and of the Stern-Volmer equation for fluorescence
quenching and positronium formation inhibition equations, are treated according their linearized form to leads to
straight lines graphics. From the fitted intercepts and slopes as well as from their uncertainties and covariance other
physical-chemical quantities and their uncertainties are estimated using the uncertainty propagation law — UPL as well
as the Monte Carlo simulations method. The basic concepts of thermodynamic, of chemical kinetic, of the univariate
regression by ordinary and weighed, and finally of the bivariate least square are presented. The uncertainty machine
of the NIST of the USA is used for the Monte Carlo measurand combined uncertainty estimation, and the EXCEL based
software XLGENLINE of the national Physical Laboratory — NPL of UK is used for bivariate regression. Finally, a statistical,
metrological and extensive discussion is done on the rough initial data and final obtained measurands, to improve the
comprehension of physical-chemical concepts into the experimental results.

Keywords: Metrology; physical-chemical quantities; measurement uncertainty; Uncertainty Propagation Law — UPL;
least square regression.

Resumo

Esse trabalho apresenta a forma correta de se transferir as incertezas de medi¢do das grandezas controlada e
dependente para os mensurandos finais obtidos a partir do intercepto e da inclinagdo de uma reta ajustada pelos
métodos de minimos quadrados univariados ou bivariados sobre as formas linearizadas de modelos fisico-quimicos.
Para exemplificar o procedimento os dados brutos experimentais ou simulados da equagdo de Clausius-Clapeyron para
a pressdo de vapor de um liquido, da lei cinética de primeira ordem, da equagdo de Arrhenius para a dependéncia
com a temperatura das constantes de velocidades das reagGes e das equagOes de Michaelis-Menten para catélise
enzimatica e de Stern-Volmer para a extingdo de fluorescéncia e inibigdo da formagdo de positrénio sdo tratados de
acordo com suas formas linearizadas para levarem a gréficos de retas. Dos interceptos e inclinagdes ajustados, assim
como de suas incertezas e covaridncias as incertezas de outras grandezas sdo estimadas usando a lei de propagagdo de
incertezas— LPl e o método de simulagdes de Monte Carlo. Os conceitos basicos de termodindmica, de cinética quimica,
da regressdo univariada pelos métodos de minimos quadrados ordindrio e ponderado, e finalmente do método dos
minimos quadrados bivariados sdo apresentados. A calculadora de incertezas do NIST dos Estados Unidos é usada para
a estimagdo da incerteza combinada do mensurando pelo método de Monte Carlo, e o software XLGENLINE baseado
em EXCEL do Laboratério Nacional de Fisica — NPL do Reino Unido é usado para a regressdo bivariada. Finalmente,
uma discussdo metroldgica e estatistica é realizada sobre os dados brutos iniciais e mensurandos finais obtidos, para
melhorar a compreensdo dos conceitos fisico-quimicos contidos nos resultados experimentais.

Palavras-chave: Metrologia; grandezas fisico-quimicas; incerteza de medigdo; Lei de Propagacgdo de Incertezas — LPI;
regressao de minimos quadrados.
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1. Introdugao

Em muitas disciplinas de fisico-quimica
sdo ministradas aulas prdticas com o intuito
de corroborar os conceitos estudados em
aulas tedricas. Para que essa estratégia tenha
sucesso, é importante que o tratamento dos
dados experimentais brutos seja feito de forma
estatisticamente correta e que também seja
feita uma analise metroldgica dos “resultados de

medi¢des” [VIM §2.9]%, levando em considera¢ido
as “incertezas de medigdo”*® [VIM §2.26]' do
“procedimento de medicdo” [VIM §2.6],' quando
da comparacdo desse resultado com “valores de
referéncias” [VIM §5.18]' das “grandezas” [VIM
§1.1]* medidas. Para esse efeito é necessario
gue as incertezas das grandezas medidas
experimentalmente sejam transferidas para
as grandezas finais de interesse estimadas, os
chamados “mensurandos” [VIM §2.3],* utilizando
a lei de propagacdo de incertezas — LPI conforme
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recomendado pelo Escritério Internacional
de pesos e medidas (Bureau International des
Poids et Mesures — BIPM) em seu Guia para a
Expressdo da Incerteza de Medi¢do? (Guide to
the expression of uncertainty in measurement —
GUM), assim como pela EURACHEM/CITAC em seu
documento Quantificando a Incerteza de Medigédo
Analitica® (Quantifying Uncertainty in Analytical
Measurement — QUAM). E internacionalmente
reconhecido que o “resultado de medicdao”
[VIM §2.9],' ndo estd completo se lhe faltar uma
declaracdo de sua incerteza [GUM §3.1.1].2 Ela é
condigdo necessaria para o estabelecimento da
“rastreabilidade metrolégica” [VIM §2.41]' e da
“compatibilidade metroldgica do resultado de
medicdo” [VIM §2.47],' permitindo a analise de
sua conformidade a especificagdes ou normas, a
valores de referéncia ou tedricos e conferindo-lhe
confiabilidade e reconhecimento. Um dos objetivos
desse trabalho é dar um enfoque metroldgico as
discussOes nele contidas, por isso adotaremos
preferencialmente as definicGes apresentadas no
vocabulario internacional de metrologia — VIM,
indicando as secdes desse documento em que
aparecem.

Quatro experimentos costumam ser realizados
nas aulas praticas de fisico-quimica, o primeiro no
contexto da termodinamica é aquele da medigdo
das pressdes de vapor de equilibrio de um liquido
volatil em diferentes temperaturas.*® Os outros
trés experimentos estdo no contexto da cinética
guimica, a saber: a determinagdo da constante
de velocidade de uma reagdo de cinética de
primeira ordem,** a determinacdo da constante
de Michaelis (K,,), da velocidade maxima (v_.) e
da eficiéncia catalitica (n) de uma enzima em uma
reacdo de catalise enzimatica homogenia usando
o grafico de Lineweaver-Burk,® e a determinacdo
da constante de velocidade de extingao
(quenching) (k,) ou da constante de supressdo
da intensidade de fluorescéncia usando o grafico
de Stern-Volmer.® Todos eles envolvem modelos
matematicos fisico-quimicos ndo lineares nos
parametros que os caracterizam, mas que podem
ser linearizados por meio de mudangas de
variaveis, resultando no simples modelo linear nos
parametros a ajustar de uma reta ou fungdo afim.
Os parametros desses modelos, as inclinagGes
e os interceptos sdao entdo ajustados usando o
método dos minimos quadrados (MMQ), e as
incertezas e covariancias desses parametros
usadas para calcular as incertezas das grandezas
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fisico-quimicas deles obtidas.

1.1. Regressao linear pelo método dos
minimos quadrados - MMQ,

No laboratério é comum realizarmos
experimentos que tém como resultados duas
sequéncias de valores de grandezas (“valor duma
grandeza” [VIM §1.19]') formando os vetores
colunas X e Y que constituem pares de dados
(dados pareados), em principio, funcionalmente
relacionados entre si, aos quais estdao associados
incertezas de medigdo u(x) e u(y), formando os
vetores colunas U e U,

Ye=[y1 Y2 Ys--y,] e (1)
Uy = [ulyy) u@z) ulys)-ulml

Xt=1[x1 X2 X3--x,]e 2)
Up = [ula) ul) ulxs)ulx,)]

O sobrescrito t indica transposi¢do de um
vetor ou matriz. A primeira coisa que fazemos
nesses casos para tentar interpretar esses dados
é confeccionar um gréfico de dispersdao no qual
uma das grandezas y é considerada dependente
da outra x. A grandeza y representada no eixo
das ordenadas é chamada de variavel (grandeza)
dependente, ou varidvel resposta, ou de saida
(output), resposta instrumental, sinal, enquanto a
grandeza x representada no eixo das abscissas é
denominada variadvel (grandeza) independente, ou
variavel regressora ou preditora, ou explicativa, ou
de entrada (input), ou controlada. E recomendavel
qgue a grandeza x seja aquela sobre a qual temos
o maior controle experimental, o que em geral
implica em menor incerteza de medigdo. As
vantagens dessa pratica ficardo evidentes nessa
se¢do. Em seguida tentamos encontrar através
de ajustes matematico-estatisticos qual a funcao
(modelo) que melhor correlaciona a dependéncia
funcional entre as duas grandezas. Esse modelo
pode ser um modelo tedrico, como serdo os
casos que trataremos nesse trabalho, modelos
(funcbes) esses que resultam da termodinamica
ou da cinética quimica. Por outro lado, esse
modelo pode ser ad hoc, escolhido apenas para
representar com adequada “exatiddo” [VIM
§2.13],* os dados experimentais, e nesse caso é
dito um modelo empirico.

Os chamados métodos de minimos quadrados
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(MMQ) sdo de longe a técnica estatistica mais
utilizada para ajustar diferentes funcdes a esses
conjuntos de pares de dados experimentais,
estimando os parametros do modelo matematico
subjacente. Podemos inicialmente subdividir
os MMQ em dois tipos. Os MMQ univariados
(MMQUV) no qual consideramos que somente
a grandeza y apresenta incerteza de medicao,
enquanto a grandeza x é conhecida exatamente
(incertezanula) ou pelomenos podemos desprezas
suas incertezas, u(x), relativamente as incertezas
da grandeza y, u(y), e os MMQ bivariados
(MMQBV) em que ha incertezas de medigdes nas
duas varidveis, ou em ambos os eixos (error in both
axes or variables). A priori, como os valores tanto
da grandeza x como da grandeza y foram obtidos
de medi¢des, a cada valor x, estd associada uma
incerteza de medigdo u(x), formando um vetor U .
Analogamente, a cada valor y, estd associada uma
incerteza de medigdo u(y), formando um vetor U,
Infelizmente, € comum que nas aulas praticas de
fisica e de quimica ndo se dé a necessaria énfase
a estas incertezas, tratando implicitamente os
valores medidos como se tivessem incertezas
nulas, embora isso ndo seja explicitamente
declarado. Esse comportamento distancia o
estudante da realidade metrolégica em que esta
inserido. Os principios estatisticos dos MMQ
estdo bem apresentados em vasta bibliografia
estatistica,”32@®) e também resumidamente em
livros textos de quimica analitica.?>?® Uma série
de artigos de Asuero et al.3? entre 2004 e 2011 no
periddico Critical Review on Analytical Chemistry
enfoca os conceitos estatisticos dos MMQ no
contexto de suas aplicacdes em quimica.
Valelembrar que a palavra errotemsignificados
bem distintos em metrologia e em estatistica, o
que em geral leva a confusdes de interpretagao
nos leitores desses dois tipos de textos. Em
estatistica, a palavra erro esta associada a variagao
aleatdria de uma varidvel em torno de seu valor
médio, ie., ao comportamento estocastico,
estatistico da variavel. Ja em metrologia, a palavra
“erro”, e mais corretamente “erro de medi¢do”
[VIM §2.16],' sem adjetivos, é definida como a
“diferenca entre o “valor medido duma grandeza”
[VIM §2.10]' e 0 “valor de referéncia” [VIM §5.18]*
(as vezes chamado de “valor verdadeiro” [VIM
§2.11],* se é que isso existe) de uma grandeza”.
O erro de medicao tem dois componentes o “erro
sistematico” [VIM §2.17]' é a parte constante
ou previsivel do erro, e o “erro aleatério” [VIM
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§2.19].! a parte varidvel, estocastica do erro.
Assim, quando nds experimentadores lemos a
palavra erro em um texto estatistico devemos
interpreta-la como erro aleatério.

1.1.1. Os métodos de minimos quadrados
univariados — MMQUV

Dentre os MMQUV o mais conhecido é o
MMQ ordinario (MMQO) em inglés ordinary least
squares (OLS).7-1317-222532 Nele é considerado que
todos os valores da grandeza x tém incerteza
nula, ou pelo menos desprezivel, enquanto todos
os valores da grandeza y apresentam a mesma
incerteza, essa uUltima é a chamada condigdo de
homoscedasticidade, a qual é condicionante para
o uso do MMQO. Caso as incertezas de y sejam
variaveis, entdo n3o se deve usar o MMQO e nesse
caso é usado, ainda dentro do MMQUV, o MMQ
ponderado (MMQP) em inglés weighted least
squares (WLS). Em ambos os MMQO e o MMQP
as estimativas das incertezas e covariancias dos
parametros ajustados podem ou ndo fazer uso do
desvio padrdo residual (s_). No segundo caso é
assumido que as incertezas dos valores de y sao
exatas e conhecidas, ou seja, sdo desvios padrao
populacionais, assim temos o MMQO e o MMQP
absolutos (MMQOA e MMQPA, respectivamente).
No primeiro caso assume-se que as incertezas dos
valores de y sdao desconhecidas, mas se conhece,
a menos de um fator de escala constante, a
proporc¢ao entre os valores de quaisquer pares de
incertezas (desvios padrdo populacionais) entre
dois valores de y nao pertencentes ao mesmo
valor de x, resultando ho MMQO e no MMQP
relativos (MMQOR e MMQPR, respectivamente).

O MMQUV sé tem solugdo analitica para os
estimadores dos parametros ajustados (p) nos
casos de modelos lineares nesses parametros,
que é o caso do modelo de um polinémio de grau
g (equacdo 3) na variavel controlada x:

Y = Do+ p1x +pox? 4+ pgxd +e =
f:opixi+e =P'F+E, i=1,23"g (3)

Onde, E é o vetor coluna dos erros (residuos)
aleatodrios e da variavel y, P' é o vetor coluna
transposto dos parametros p, a ajustar enquanto F
é o vetor coluna das funcdes poténcia da variavel

X:
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Pt=[po P1 D2--pgl (4)

FE=[x0 1 x2.-x9] (5)

Outros modelos lineares nos parametros
ajustados, além dos polindmios, também podem
ser ajustados substituindo as fung¢des poténcias de
X no vetor F por outras fungdes apenas de x tais

- 2

como no modelo y = p, + p In(x) + p,sen(nx?) +
p,exp(1/x) + p x> +....

Os MMQUV se baseiam em minimizar a soma
dos quadrados (SQ, = %?) dos residuos ponderados
pelo pesow entre o valor experimental y, da variavel
dependente e o valor calculado ou estimado pelo
modelo ajustado, y, =Y, conforme a equacdo 6:

SQres = XZ = R; Vy_1 Ry =

n RZ = §ym (yi—90)? (6)
=1t Willi' = Li=17020,5

Onde, R, é o vetor coluna (equagdo 7) dos n
residuos, y, -y, . em cada um dos n valores x,
da varidvel controlada x que constitui vetor X
da variavel controlada, n é o numero de valores
medidos dos pares (x,y), incluindo repeti¢des de
y para o mesmo valor de x.

R, =[y—7] = (7)

Onde, y é o vetor coluna (equagdo 8) dos n
valores calculados y ouy, __(incluindo replicagdes
de y para mesmo x) da varidvel dependente,
conforme o modelo que se deseja ajustar:

yt= 1 92 ¥ JA’n] (8)

V, € a matriz positivo definida (V, ndo pode
ser positivo semidefinida) das variancias, u’(y),
e covariancias, u(y,y) = cov(y,y), da variavel
dependente y (equagdo 9)

w2(yy) unys) ulyys) - ulnym)
uz(}’zdﬁ) uz(}’z) u(zy3) o u(yz, Yn)
W= sy) usy) wWOs) u@sy)| (9)

uz(.yn,yl) utyn.yz) 11.()’11»)’3)"'.112()%)

As duas ultimas formas da equagdo 6 sdo o caso
particular da primeira forma quando a matriz v, é
diagonal, i.e., todas as covariancias entre os pares
VY de medigbes sdo nulas, cov(yl_,y/_) =0, e constitui
0 MMQP com pesos w, = 1/u*(y) ou w, = k/u’(y).
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Para nos aproximarmos mais do discurso
metroldgico usaremos, como acima e em muitos
pontos ao longo desse trabalho, o simbolo u,
internacionalmente adotado para incerteza-
padrdo, no lugar do simbolo s normalmente
usado na estatistica para desvio padrao.
Essencialmente esses dois conceitos sdo o
mesmo conceito e uma incerteza-padrdo é uma
estimativa de um desvio padrao populacional
ou um desvio padrdo amostral (ver a nota 2 da
§2.66 do VIM,! e no GUM? a §2.2.1, as notas 1
e 2 da §2.2.3, a §2.3.1, a nota 1 da §3.2.2, as
§3.3.4, §3.3.5, §3.3.6, §4.1.5, §4.2.3, §4.2.4, a
nota Unica da §4.2.8, a §5.1.2). A solugdo geral
do MMQUYV para os estimadores dos parametros
ajustados, na sua forma matricial, é dada pela
equacio 10; 1011242931

P = (DtV,1D) DUty (10)

Onde, D é a matriz planejamento (design) de
dimensdo nxg+1, que para o caso do polin6mio
tem a forma:

1% xfoxd]

p=|l % %wx (11)

1 x, x%-x
A equacgdo 10 é um estimador de Gauss-Markov
chamado de estimador (EMMQG) do método
de minimos quadrados generalizado (MMQG)
(generalized least squares estimator — GLSE) e é o
melhor, no sentido de menor variancia (incerteza),
estimador linear ndo tendencioso (best linear
umbiased estimator — BLUE).?*?° O produto matricial
como aquele que aparece na primeira forma da
equacdo 6 e no paréntese da equacao 10 é chamado
de forma quadratica e € muito comum em estatistica.
Ele aparecera novamente no célculo da incerteza de
medicdo pela lei de propagacao de incertezas — LPI
na se¢do 1.2 e da covaridncia entre funcGes pela lei
de propagacdo de covariancias — LPC na sec¢do 3.5S
no material suplementar MS1. Na equagdo 6 seu
resultado é um escalar (um ndmero) e na equagdo
10 uma matriz quadrada. A equagdo 10 é solucdo
do MMQUV até mesmo quando ha covariancias ndo
nulas entre os valores da variavel dependente, ela é
chamada em alguns textos estatisticos de “método
dos minimos quadrados generalizado) (generalised
least squares — GLS).1017:202
Um engano comum quando se usa os MMQ é
condicionar que os erros aleatdrios e das grandezas
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medidas (equagdo 3) tém de obedecer a fungdo
densidade de probabilidade (FDP) normal. Aequacao
10 é um BLUE independentemente da observancia
dessa hipdtese. No entanto, para se fazer alguns dos
teste de hipdteses paramétrico mais comuns sobre
0s parametros ajustado é necessario que os dados
obedecam a FDP normal ou Gaussiana multivariada
(ver pagina 136 em Drapper,° paginas 125, 127 em
Hamilton,! pagina 22 e 47 em Montgomery, Peck e
Vining,® paginas 26-27 em Kariya e Kurata,?). Pode-
se mostra, no entanto,®! que caso a FDP normal
seja obedecida pela variabilidade da variavel y, o
estimador de MMQ é também um estimador de
maxima verossimilhanca (maximum likelihood) ou
maxima probabilidade. As exigéncias ou hipoteses
de trabalho basicas do MMQ sao: i- que os erros
(residuos) e (equagdo 3) sejam aleatdrios de
média (valor esperado E) zero: E(e) = 0, ii- que suas
variancias (logo incertezas) sejam finitas: var(e) =
var(y) =s(y) = u*(y) >0 ejii- que haja aindependéncia
estatistica entre x e y, logo cov(x,y) = 0 (pode haver
dependéncia estatistica entre y, e Yy cov(yl_,yj) z 0,
quando a matriz v, da equacdo 9 é ndo diagonal).

As formas abertas da equagdo 10 para o
intercepto a (equacdo 12a) e a inclinacdo b
(equacdo 13a) de uma reta (polinémio de primeiro
grau), suas incertezas-padrdo (equacdo 14a e
equacdo 15a) e covariancia cov(a,b) (equacdo 16a)
ou correlagdo r(a,b) (equagdo 17a) no contexto
do MMAQPA para o qual todas as covariancias sdo
nulas, cov(yi,yj) =0, logo v, é diagonal, sdo:

{ — iy ~
i=13,2(y. =132
a=p0=37w—b9?w: n gyl)_bzn (1yl)
=132(y;) =132(y;)
XiYi (123)

b 1u2(y)21 1u2(y) i 1u2(y)21 12(yy)

N 22 . \2
Mty My ()

n n _XiVi Xi n Yi
b= _ Zi=1u2(yi)21 12(y)) il U2(y) “1=12(y;) ‘
=pP1= L w7 (Z . )2 =
(et~ My (13a)
?zluz(lyi)'{(xi_xw)(Yi_YW)}
Z?:lm(xi_x_w)z
n x'z
=132
u(@ =u(po) = |- (y)( z =
Y- 1u2(y )Zl-1u2(y) \Zl 1u2(y ))
(14a)

x?

TL
= 1u2(y )

1 1 uz(} )(xl xw)
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n 1
=12y,
u(b) = u(pl) = , y - Xiz (y) N X 2 =
Zi:luz(J’i)Zi=1”2(Yi) (Ziziuz(yi))
(15a)

D7)

n

altpte?]

cov(a,b) = u(a,b) =

no_ X
=l (y;)

(16a)

n 2 x; 2
ZL 1u2(y)zl 1u2(y) ( i=1,,2 (y ))

_u@y) _ ey
r(a,b) = u(@u)

(17a)

x2

\/ i= 1u2( )Zl—1u2( )

Na equagdo 12a as barras sobre x e y indicam
valor médio e o subscrito w indica ponderado
(weighted). Assim, ela mostra que a reta ajustada
passa pelo baricentro ou centro de massa dos
dados experimentais de coordenadas (xy ).
Também fica evidenciado que cada um dos n
pontos experimentais de coordenadas (x, y) sdo
ponderados no ajuste pelos pesos w, iguais ao
inverso da variancia, u’(y) = s*(y) = var(y), da
varidvel dependente y no ponto considerado, i.e.
w, = 1/u*(y). O denominador comum da equagdo
13a até a equacdo 16a é o determinante da
matriz quadrada 2x2 simétrica formada pelos
quatro primeiros elementos da matriz da forma
quadratica D‘Vy‘lD de dimensées nxn, onde

= g+1 é o numero de parametros a ajustar
no polindbmio de grau g, no caso da reta n =2
A forma quadratica DtVy‘lD é chamada de matriz
das equagdes normais, ou matriz Hessiana (H),*
ou matriz das concavidades (curvaturas),® ou
matriz das derivadas segundas parciais de SQ __
o’sQ.. / (6pl.6pj). Onde, SQ__¢é a soma ponderada
de residuos quadrados SQ__ = >(y, -y, J)*/u*(y)
da equacdo 6, que é minimizada nos MMQ. Nos
MMQ absolutos (MMQA) o inverso da matriz
Hessiana é também a matriz v, das variancias e
covariancias dos parametros ajustados, mostrada
na equagdao 18, isso porque quanto maior a
concavidade da hypersuperficie de SQ_, uma
fungdo dos parametros a ajustar, na dire¢do de
um dado parametro p, mais bem localizado esta
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0 seu minimo naquela direcdo, e menor sera a
incerteza daquele parametro.

w(po) u(o,p) w@ops) 1 (poiny)
ulpipo) W) u@up) (mp )
wape) wPap) W) - (m »)

w(puys) w(mgpr) (o) 2 (o)

A equacgao 14a e a equagao 15a sao justamente
a raiz quadrada dos elementos da diagonal principal
da matriz V. 2x2 (equacdo 18) para o ajuste de uma
reta, ou seja, as raizes quadradas das variancias do
intercepto e da inclinacdo da reta. J4 a equacdo 16a
é o elemento da diagonal secunddria da matriz v,
2x2 para o ajuste de uma reta, ou seja, a covariancia
entre o intercepto e a inclinacdo: cov(a,b)
u(a,b) = cov(b,a) = u(b,a) = u(p,p,) ) = u(p,p,).

A estatistica denominada de desvio padrdo residual
do ajuste (s = S, pode ser calculada para qualquer
ajuste de MMQ e é definida pela equacéo 19a:

_ SQres _ X_Z_
Sres - v - v -

(18)

V, =u(pupy) = (D1D) = H L =

ty—1
Ry R:

(19a)

Onde v é o grau de liberdade do ajuste, igual
a diferenca entre o nimero de pontos ajustados
pelo nimero de parametros no modelo ajustado:
vV=n-—n, (20)
Para se usar o MMQQO as incertezas de todos os
valores medidos da varidvel dependente devem
ser estatisticamente iguais a um valor constante:
uly) = u, incluindo u =1 (homoscedasticidade,
todos os elementos do vetor Uy sdo iguais a uy).
Isso é equivalente a dizer que todos os pontos
tém o mesmo peso w, e que todas as covariancias
u(y,_,yj) sdo nulas, logo a matriz v, é diagonal,
incluindo a matriz identidade. Os dados de y sao
ditos homoscedasticos ou que a condicdo de
homoscedasticidade é obedecida.
O MMQO absoluto (MMQOA). Se conhecemos
o valor exato de u,,a incerteza comum a todos
0s y, ou podemos supor que dispomos de uma
boa estimativa do seu valor, entdo o ajuste de
MMQOA é feito usando esse valor na equacdo
12a a equagdo 18. Isso mostra que o MMQO é um
caso particular do MMQP que por sua vez é um
caso particular do MMQG.

Va

O MMQO relativo (MMQOR). Quando ndo
conhecemos u, podemos estima-lo a partir dos
proprios dados que estdo sendo ajustados, usando o
desvio padrdo residual do ajuste s_. Paraisso fazemos
uly) = u,=w, =1 na equagdo 12a a equacdo 16a e
na equagdo 19a e também multiplicamos por u(y) =
u=s.na equagao 14a, na equagao 15a e por (sres)2 na
equacdo 16a, que entdo assumem suas formas mais
divulgadas (as vezes usando outras formas andlogas
ou outra notacdo para as somatdrias) nos livros de
estatistica, de fisica e de quimica:”210.17-222532

a=p,=y—bx= zi?yi _ piEit
Z?:rx'zz.{llyl Zl— xlzl 1 XiYVi (12b)
nzl 1 I. (Zl 1 l)
S XYY XY Vi
b = — Nli=1 i=1 i= 1 —
P s (e )
L =D @i=9) (13b)
Z?:l(xi_f)z
?1xf
u(a) = u(po) = Spes — o .)2 _
i=1 l L
(14b)
Z?:ixiz
SreS nz%;l(xi_x_)z
n
u(b) = u(p1) = Sres\/ - (2 ) =
i=1 I.
, n (15b)
SI‘ES nz?=1(xi_f)2
cov(a,b) = u(a,b) = 5*2“27" XL (16b)
"Zl 1xf (e, )
u(a,b) T X
= =— d 17b
r(a,b) @ulo) Jr (17b)
=171
_ [RUR _ XL R} RZ
Sres = I > (19b)

Yic i=90? X (vi—a-bx;)?
v - v

Nessas equacbes as médias Xxde y e de sdo
agora simples médias aritméticas e formam
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as coordenadas do chamado centroide (X,y).
Obtidos os valores do intercepto e da inclinagao,
respectivamente na equagao 12b e na equacgao
13b, eles sdo usados na equacao 19b para obter o
desvio padrao residual do ajuste, que nesse caso
assume a forma ndo ponderada. Finalmente o
valordes__ calculado na equagdo 19b, que estima
a incerteza-padrdo (desvio padrdo) comum u, de
todos os y, € usado na equagdo 14b, na equagdo
15b e equacdo 16b obtendo-se as incertezas
e a covariancia do intercepto e da inclinagdo
de MMQOR. O MMQOR ¢é particularmente util
quando ndo se tem medicOes replicadas de
y para o mesmo valor de x, e ndo se tem outra
informacado para uma boa estimacdo da incerteza
comumu .

Os valores dos pardametros ajustados pelo
MMQOA e pelo MMQOR sé&o idénticos, mas suas
incertezas e covariancias sdo diferentes, pois,
nos ajustes relativos, a variabilidade em torno do
modelo ajustado é incorporada nas incertezas e
covariancias dos parametros ajustados. Dessa
forma, se o modelo ajustado tiver mais parametros
a ajustar que o necessario (exemplo, ajustar um
polinbmio de segundo grau em dados que se
alinham adequadamente em torno de uma reta)
ocorrera o sobre ajuste (overfitting), tornando s _,
e consequentemente as incertezas e covariancias
de MMQOR, demasiadamente pequenas. O
contrario, o sub ajuste (underfitting), também
pode ocorrer, quando por exemplo ajustamos
uma reta a dados nitidamente curvos, levando a
altos valores de s __e das incertezas e covariancias
de MMQOR (esses problemas também podem
ocorrer com o MMQPR).

Se os dados y, sdo heteroscedasticos e ainda
assim se realiza o ajuste de MMQOR sobre
eles, a incerteza dos pardmetros ajustados é
calculada supondo que todos os valores de y,
tém uma Unica incerteza e igual ao desvio padrao
residual. Se a heteroscedasticidade é pequena,
i.e., a diferenca entre a maior e menor incerteza
u(y) é de alguns porcentos, esse ajuste pode ser
adequado ao propdsito de uso especifico para o
qual foi realizado, embora o MMQPR deveria ter
sido usado. Nao faz sentido um ajuste de MMQOA
para dados de y, heteroscedasticos pois ndo existe
uma incerteza u comuma todos os pontos para se
calcular as incertezas dos parametros ajustados.
Como as nossas planilhas no material suplementar
MS2 apresentam os valores das grandezas fisico-
guimicas obtidas dos parametros ajustados
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intercepto e inclinagdo, assim como das incertezas
dessas grandezas fisico-quimicas tanto para o
MMQOR como para o MMQOA, e como os dados
de entrada, no presente trabalho as variaveis
linearizadas, sdo todos heteroscedasticos, as
incertezas dessas grandezas fisico-quimicas
obtidas dos parametros ajustados de MMQOA
foram calculadas em cada caso, conforme nossa
avaliacdo subjetiva de adequacdo ao propdsito de
uso, usando ou a incerteza u(y) de maior valor,
ou a incerteza u(y,) do ponto mais préximo do
intercepto, ou a incerteza u(y ) do ultimo ponto
da reta ajustada, aquele para o maior valor de x.
Essas escolhas sdao declaradas nas notas presentes
nas células onde essas incertezas sdo calculadas
para o MMQOA nas planilhas EXCEL do material
suplementar MS2.

O MMQP absoluto (MMQPA). Se as incertezas
da varidvel dependente variam ao longo dos
dados, mas sdo exatamente conhecidas ou bem
estimadas, e se todas as covaridancias entre
pares dessa varidvel sdo nulas, entdo a matriz
v, é diagonal com diferentes (estatisticamente
falando) valores em sua diagonal principal. Isso
significa que os pontos tém diferentes precisGes
na variavel y, assim é razoavel considerar que a
funcdo ajustada deva preferencialmente passar
mais proximo dos pontos de maior “precisdo de
medi¢cdo” [VIM §2.15]%, menor incerteza de y.
Para considerar essa informacao no MMQP os
pesos para cada ponto ndao sdao mais iguais a uma
constante, como ocorre no MMQQO, e para o caso
particular do MMQPA esses pesos sao iguais ao
inverso da variancia da varidvel y em cada ponto
w, = 1/u*(y), que sdo justamente os elementos
da diagonal da matriz Vy‘1 no MMQPA (visto que
o inverso de uma matriz diagonal é a matriz dos
inversos dos elementos da matriz original). Ou
seja, a matriz Vy é diagonal contendo apenas as
variancias u*(y). As equag¢bes da equagdo 12a até
a equacdo 16a sdo a solucdo aberta e particular da
equacao 10 para a reta no contexto do MMQPA.
O material suplementar MS2 apresenta em todas
suas abas planilha eletrénica em EXCEL entre
as colunas AJ a AX para realizar os calculos do
MMQPA e MMQPR usando essas equagoes.

O MMQP relativo (MMQPR). Assim como
no caso do MMQOR, se nosso conhecimento
dos valores das incertezas padrao do vetor Uy
é limitado, também podemos usar a dispersdo
dos pontos ao redor do modelo ajustado para
estimar o desvio padrdo residual ponderado s _

S
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(equacdo 19a), que é o desvio padrdo (incerteza
padrdo) do ponto de peso unitario,!! ponto esse
que raramente é medido experimentalmente e
frequentemente esta localizado longe da faixa
dos valores medidos. A matriz Hessiana H, que
no MMQPA ja era a matriz das varidncias e
covariancias dos parametros ajustados Vy, agorano
MMOQPR apenas quantifica as proporgdes relativas
entre essas variancias e covariancias. Entdo para
finalmente se obter a Vy do MMQPR multiplicasse
a Matriz Hessiana da equacdo 12a pelo quadrado
des__ponderado dado pela equagdo 19a (lembrar
que no MMQOR o s__dado pela mesma equagdo
19a ndo era ponderado, pois todas as variancias
u?(y) e pesos w, eram unitarios). No caso particular
da reta para se calcular as incertezas-padrao do
intercepto e da inclinagdo usa-se novamente as
equacdes abertas da equacdo 14a e da equacao
15a multiplicando-as por s__ ponderado e para a
covariancia entre esses parametros multiplica-se
a equagdo 16a pelo quadrado de s__ ponderado,
ou seja pela variancia residual ponderada (ver
planilhas EXCEL de MMQP entre as colunas AJ a
AX no material suplementar MS2).

As mesmas observacbes acima sobre as
semelhancas e diferencas nos parametros
ajustados entre o MMQOA e o MMQOR sdo
também vdlidas par o MMQPA e o MMQPR.

O MMQPA e o MMQPR com pesos hormalizados
(MMQPAN e MMQPRN). Os MMQP absoluto
e relativos podem ser realizados com ou sem a
normalizagdo dos pesos w. A normalizagdo dos
pesos ndo altera os valores dos parametros ajustados
nem tdo pouco suas incertezas e covariancias, mas
aumenta o numero de operagdes nos calculos. O
objetivo da normalizacdo dos pesos é evitar o mal
condicionamento da matriz Vy, gue quando ocorre
de possuir muitos de seus elementos com valores
muitissimo préximos de zero ou muitissimo altos
torna Vy de dificil inversdo, tendendo a se tornar
singular. S3o possiveis varias formas de normaliza¢do
na forma geral:

win =k Xw; = (22)

_k
u?(y;)
Essa normalizacdo é equivalente a multiplicar
a inversa da matriz Vy pela constante k. A
normalizagdo mais frequentemente usada é
aquela que torna a soma dos pesos igual a n:181°

nw; nu"?(yvy) n
= = p—4 = — 2
XuT2(yi)  Xu2() Xu2(yi) (22)

WiN
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Uma infinidade de outras normalizacbes é
possivel para os pesos, trés exemplos que podem
ser interessantes € usar como valor de k a maior,
u’__, ou a menor, v’ variancia dos pontos
experimentais ou a médias de suas variancias,
v’ . No primeiro caso o menor peso sera 1, no
segundo o maior peso sera 1 e no ultimo os pesos
estardo ao redor de 1.

Cuidado especial deve ser tomado no
MMQPAN pois nesse caso o inverso da matriz H
ja fornece as incertezas-padrdo e covariancias
dos parametros ajustados, que foram reduzidas
pela multiplicacdo da matriz inversa de Vy por k.
Para compensar essa reducao, o inverso da matriz
H (ou seus elementos) precisam ser novamente
multiplicados por k. Essa ultima multiplicacdo
nao precisa ser feita no MMQPR porque o inverso
da matriz H é multiplicada pelo s __ ponderado,
que também sofreu efeito da normalizagdo em
seu valor, sendo majorado pelo k, o que faz a
compensagao automaticamente. No contexto das
formas abertas das equagdes para as incertezas
e covariancias dos parametros ajustados, temos
gue multiplicar a equacao 14a e a equacgao 15a
por k* e a equacgdo 16a por k.

Finalmente, relembramos que o MMQO é um
caso particular do MMQP, entdo podemos usar o
MMQP mesmo se os dados experimentais forem
homoscedasticos. A reciproca ndo é verdadeira,
pois embora o MMQO seja um estimador nao
tendencioso dos parametros a ajustar mesmo
se os dados sdo heteroscedasticos ele ndo é um
estimador de minima variancia (ndo é BLUE) nesses
casos, como o é o MMQP.*+*%®) Tendo em vista que
os célculos dos ajustes de MMQ sdo em geral feitos
por calculadoras cientificas, planilhas eletrénicas ou
softwares, o maior nimero de operagdes numéricas
de calculo do MMQP relativamente aoc MMQO ndo
€ um limitador de seu uso. Portanto, é preferivel
sempre usar o MMQP, pois assim nado é necessario
testar estatisticamente a homoscedasticidade dos
dados exigida no MMQO e obteremos as melhores
estimativas possiveis dos parametros ajustados
suas incertezas e covariancias dentro do contexto
do MMQUV.

1.1.2. Rastreabilidade metroldgica e a condi¢do
de uso do MMQUV

Como ja pontuado no inicio da secdo 1.1,
uma vez que os valores dos elementos dos
vetores X (equagdo 1) e Y (equacdo 2) sdo
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obtidos por medicao, todos o 2n valores desses
vetores sdo necessariamente acometidos das
incertezas de medigdo contidas nos vetores U
(equacdo 1) e U, (equacdo 2). Do ponto de vista
metroldgico, e para a garantia da rastreabilidade
metroldgica, a incerteza-padrdao combinada de
gualquer mensurando obtido (calculado) usando
0s parametros ajustados pelo MMQ tem de
contemplar as incertezas de todas as grandezas
que foram realmente medidas, ou seja as
incertezas contidas em U e Uy. Em assim sendo,
a rastreabilidade metroldgica somente esta
rigorosamente estabelecida se o mensurando for
obtido de parametros ajustados pelo MMQBV.

No entanto, na sua se¢do 3.4.4 o GUM?
estabelece que a incerteza de corre¢des para
efeitos sistematicos podem ser desprezadas se sua
contribuicdo para a incerteza-padrao combinada
do mensurando for insignificante, e até a propria
correcdo pode ser desprezada em certos casos.
Em udltima instancia, toda incerteza de medicdo
é oriunda de corregdes, tendo em vista a fungdo
de medi¢do (equacdo 25) das medicGes diretas
e a definicdo das medi¢Oes indiretas e de suas
funcdes de medicdo (equacdo 26). Essa regra
pode ser aplica no presente caso em especial
para a grandeza controlada, pois nesse caso
ela autorizaria a utilizacgdo dos MMQUV que
desprezam as incertezas u(x) dessa variavel. Uma
regra genérica que pode ser usada para testar a
insignificancia das incertezas u(x) e autorizar o
uso do MMQUYV ¢ verificar se as incertezas de
todos os valores da variavel x propagadas para y
e multiplicadas por trés ainda sdo menores que
as incertezas u(y ) dos correspondentes valores de
y, essa, digamos, regra de ouro pode ser escrita
como:

3z ulx) <u(y) (23)

No caso particular da reta a equagao 23 se
torna: 3bxu(x) < u(y). Observada essa condigdo,
podemos considerar que nao se quebra a cadeia
de rastreabilidade ao se desprezar as incertezas
da variavel x na regressdo de MMQUV.

1.1.3. O método dos minimos quadrados
bivariado — MMQBV

A teoria do MMQBV é mais complexa que
a do MMQUV tratada resumidamente na
secao 1.1.1, e sua abordagem transcende os
objetivos desse trabalho. Ela é encontrada
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em bibliografia estatistica e metroldgica mais
aprofundadas,11417.202331 @ em geral se baseia na
minimizacdo da soma das formas quadraticas dos
residuos da variavel y e também da variavel x:

SQres = XE = thVx_le + Rytl/s,_lRy =
n [<xi—fi)2 (yi—;vi)z] (24)
i=1 u2(x;) u2(y;)

Onde, Ryéovetorcoluna dosnresiduos,y -y,
e R € o vetor coluna dos n residuos, x. — x,__em
cada valor x, da variavel controlada x que constitui
X vetor da varidvel controlada. V€ a matriz
positiva definida das variancias e covariancias dos
x. Ela é idéntica a matriz v, da equagdo 9 ou a
matriz Vp da equacdo 18, apenas trocando y e p
por x. A ultima forma da equag¢do 24 é um caso
particular da sua primeira forma matricial quando
Ve Vy sdo matrizes diagonais, ou seja é o MMQBV
ponderado. A equac¢do 6 é um caso particular da
equagdo 24 com V =0.

Ndo hd wuma solucdo analitica dessa
minimizacao como aquela dada na equacao 10
no caso do MMQUYV, e ela é obtida por método
iterativo computacional. O software gratuito
XLGENLINE,?** baseado em planilha EXCEL 2010, e
desenvolvido pelo National Physical Laboratory —
NPLdo Reino Unido permite esse tipo de regressao
para polindbmios de até quarto grau. Na secdo 3
“Resultados e discussdao” usaremos esse software
para fazer a regressao da reta considerando
as incertezas das duas grandezas nos eixos da
ordenada e da abscissa dos modelos fisico-
quimicos linearizados quando for recomendado
pelo teste da equagdo 23, usando a inclinagdo
da reta obtida de uma ajuste de MMQO prévio.
Copias das saidas de resultados desse software
se encontram em algumas abas do material
suplementar MS2 apds os ajustes de MMQ.

1.2. Incerteza de medicao em medig¢oes diretas
e indiretas e a lei de propagacao de incertezas — LPI

Existem dois tipos de medi¢bes: as medicdes
diretas e as medi¢des indiretas,® esses termos
nao sdo definidos no VIM, embora sejam citados
na definicdo de “grandeza de influéncia” [VIM
§4.52.]* Particularmente em sua nota 1 onde
se lé: “Uma medicdo indireta compreende uma
combinagdo de medigées diretas, em que cada
uma delas pode ser afetada por grandezas de
influéncia.” A compreensdo desses dois conceitos
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é crucial para o entendimento do processo de
calculo de incerteza de medicdo. Na secdo 6.1 do
livro de Albertazzi e Sousa® encontramos uma
definicdo para esses termos, mas enunciaremos
a seguir a nossa propria definicdo. As medicbes
diretas sdo aquelas em que o valor medido é
obtido de uma “indicagdo” [VIM §4.1],* ou das
indicagdes repetidas do “instrumento de medi¢do”
[VIM §3.1],) ou de um sistema de medigcdo”
[VIM §3.2],' apds aplicadas as “correcées” [VIM
§2.53]* para erros sistemdticos significativos. Esse
tipo de medicdo tem no minimo trés fontes de
incertezas, a “incerteza de medig¢do instrumental”
[VIM §4,24],' em geral chamada de incerteza de
calibracdo, aincerteza de “resolucdo” [VIM §4.14 e
§4.15],' e aincerteza de “precisdo de medi¢do” ou
simplesmente “precisdo” [VIM §2.15],! que pode
ser em grau de “repetibilidade” [VIM §2.21],! de
“reprodutibilidade” [VIM §2.25],! ou de “precisdo
intermedidria” [VIM §2.23].! Para medigOes
diretas a “funcdo de medicdo” se escreve:
yv=Ind +C, 4+ Coot Copec T (25)

Onde Ind é a indicagdo do instrumento de
medicao, C. C.e C . sdo, respectivamente, as
correcdes de callbragao resolugéo e precisdo. Essas
duas ultimas sdo sempre nulas, pois contemplam
somente efeitos aleatdrios sobre o resultado da
medicdo, enquanto a primeira em geral ndo é
nula. Todas essas trés correges, ou outras mais
que podem existir, tém suas incertezas-padrao
associadas ndo nulas. A equacdo 25 é a equagdo
1 no material suplementar em Magalhdes”35@),
aparece implicitamente na Figura 3, nas medicdes
de massa ou volume na planilha de célculo de
incerteza na tabela 3 em Ferreira Pinto”,3 assim
como na primeira equag¢ao na Figura 7 e no
diagrama de causa e efeito da Figura 8 em Pereira.®®
Medicbes indiretas sdo aquelas cujos valores
sGo obtidos a partir de fungbes de medigéo
(equagcdo do mensurando) envolvendo uma ou
mais “grandezas de entrada” de medicdes diretas,
que definem o mensurando, e.g.: a area A de
um circulo de raio r: A = it 2, a densidade p de
um liquido enchendo um recipiente de volume
V, como um baldo volumétrico, de massa m
quando vazio e m
p=(m

RecVaz

ceccne dUando cheio do liquido:

)/V. Sua expressdo geral é:

RecChe RecVaz

y=f(xlleleI“'rxil”'xN') (26)
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Onde, x, sdo as chamadas “grandezas de
entrada” [VIM §2.50]* [GUM §4.1.2],> N o seu
ndimero, e y, o mensurando, é a “grandeza de
saida” [VIM §2.51]' [GUM §4.1.2].2 Uma vez que
cada grandeza de entrada é uma grandeza medida,
seja no mesmo local ou em locais diferentes, todas
elas sdo, a priori, acometidas de suas incertezas-
padrdo de medicdo u(x). Caso um par qualquer
dessas grandezas de entrada tenham alguma fonte
comum de erro (aqui metroldgico), e portanto
também de incerteza, entdo essas duas grandezas
sdo covariadas e correlacionadas. Essa covariancia
é representada pela simbologia cov(xl.,xj) e a
correlagdo por r(xl.,xj). Essas duas estatisticas estdo
relacionadas pela equagdo 173, onde x, =aex, = b.

Conhecidas ou estimadas as incertezas u(x)
das grandezas de entrada, a “incerteza-padrao
combinada” [VIM §2.31]' [GUM §5.1.1],% u (y), da
grandezadesaidaécalculadapelaleide propagacao
de incertezas — LPI como a raiz quadrada de sua
variancia combinada dada pela equagdo 13 ou
equacdo 16 do [GUM §5.2.2],% reproduzida na
equacdo 27 a seguir:237813152431,3538

" 9y dy
Z_xa_ (xi ) =
j=1

w = JW%Y =

> () ey

i=1

dy dy
v ) =

ﬂMZ EMZ

ady dy
Z(x)+zz Z ox; ox; u( “x’)
L

i=1 j=i+

(27)

-S> @y

=¥, c2u? () + 230, B cuCe)r(x, x)u(xg)c

Onde, J é o vetor coluna jacobiano das
derivadas primeira parciais de y em relagdo a cada
uma de suas grandezas de entrada x::

cy] (28)

0 d 0
jt = [—y 2y 6}/] [Cl Cy
dx; 0x, Ox3  dxy

Essas derivadas sdao chamadas de coeficientes
de sensibilidades [GUM §5.1.3, §5.1.4],
simbolizadas por ¢, e sdo calculadas no hyperponto
(x,, X, ..., X, ). A matriz simétrica positivo definida
V_é a matriz NxN das variancias e covariancias das
grandezas de entrada (equagdo 106S), definida tal
como a matriz Vy da equacgao 9.

A equacdo 27 aplicada a fun¢do de medicdo
das medi¢Oes diretas (equagdo 25), tais como
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medicdes de massa de volume, temperatura,
gue tem todos seus coeficientes de sensibilidade
unitarios, resulta:

u(y) = u?(Ind) + u?(Ceqr) + u?(Cres) + uz(Cprec) 4=

— 2 2 2 (29)
= u2(Cear) + U%(Cres) + U2 (Cprec) + -

Pois a indicacdo na nossa funcdao de medicao
da equacdo 25 ndo tem incerteza é apenas uma
leitura, as incertezas estao todas nas corregdes.
Alguns metrologistas preferem atribuiraindicacdo
a incerteza da correcao de calibracdo. A aplicacao
da LPI da equacgao 27 em fungdes de medicdes
indiretas (equacdo 26) é vastamente exemplificada
no célculo das incertezas-padrao combinadas das
entalpias, u(AvapH) (equacdo 70S), e entropias,
u(AvapS) (equacdo 75S ou equacdo 76aS ou
equacdo 76bS), de vaporizagdo, das temperaturas
normais de ebulicdo, u(T,) (equagdo 71S), de
liquidos volateis, das constantes de velocidade de
reacBes de pseudo primeira ordem, u(k’) = u(b),
e de segunda ordem, u(k) (equagdo 87S), das
energias de ativagdo, u(E,, ) (equagdo 90S), e dos
fatores de frequéncia, u(k_) (equagdo 91S), das
reacOes, das constantes de extingdo (quenching),
u(k,) = u(b), e das vidas médias de luminescéncia,
u(t,) (equagao 36, trocando T por a), de moléculas
excitadas eletronicamente, da constante de
inibicdo da formacdo de positronio k,, dada pela
equagdo 71S trocando T por k., das constante
de Michaelis-Menten, u(K,) (equagdo 71S,
trocando T por K ), das velocidades méximas,
u(v_, ) (equagdo 36, trocando 1/T porv__ e T por
a), das constantes cataliticas u(k_ ) (equagdo 95S),
das eficiéncia cataliticas u(n) (equagdo 96S) das
reacOes catalisadas por enzimas no restante desse
trabalho ou no material suplementar MS1.

1.3. Equilibrio de fases liquido-vapor, pressao
de vapor de um liquido volatil e a equagdo de
Clausius-Clapeyron

De acordo com a termodindmica a linha de
equilibrio entre duas fases a e B quaisquer de
um sistema contendo um Unico componente
(substancia pura) é dada pela equagdo de
Clapeyron (equacgdo 30):%®

d_p — AtrsH — AvapH
ar TAgrsV T[Vin (B)—Vm ()]

(30)

Essa equacdo mostra que a curva de equilibrio
entre a fase liquida e gasosa do diagrama de fases
de uma substancia pura deve ter inclinagdo positiva
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pois tanto a entalpia de vaporizacdo (ADvapH)
como a variagdo do volume molar da fase liquida
(V (o) = V (I)) para a gasosa (V_(B) = V (g)) sdo
positivos. Desprezando na equacdao 30 o volume
molar do liquido, da ordem de mil vezes menor que o
do gas, e assumindo o comportamento ideal da fase
gasosa obtém-se a forma diferencial da equacdo de
Clausius-Clapeyron:*®

dlnp _ AvapH

dr ~  RT?2 (31)

Que leva as seguintes formas integradas da
equacao de Clausius-Clapeyron:

— 10 _AvapH (1 1Y) _
Pvap =P exp{ R (T TO)} T (32)
po ea+b/T :poeaeb/T — Aeb/T

_ SvapH _ MvapH1 _ 41
T

PRAL:]
p° RTO° R T

(33)

Onde p° e T° sdo a pressao de vapor e a
temperatura de equilibrio de referéncia, em
geral p° = 1 atm = 760 mmHg, e nesse caso
T =T, a temperatura normal de ebulicdo do
liqguido considerado. A equag¢do 32 é a forma
ndao linearizada da equacdao de Clausius-
Clapeyron, que mostra que a curva de equilibrio
dap, vs. T é crescente com a temperatura e
de concavidade positiva entre a temperatura
do ponto triplo e a temperatura critica da
substancia, sendo semelhante (ndo igual) a um
crescimento exponencial, como mostrado na
Figura 1. Ela também mostra em sua uUltima forma
que o grafico de Py VS- 1/T é um decaimento
exponencial, visto que b é negativo e o fator pré-
exponencial A é positivo dado por A = p°exp(a).
Isso é exemplificado na Figura 11S na aba “Cla-Cle
HNO3” no material suplementar MS2, onde se
verifica b=-4,5697 e A=3,7089x10” Pa= (101,325
Pa)xe!?81% )3 a equacdo 33 é a forma linearizada
da equacdao de Clausius-Clapeyron. Ela mostra
que o grafico de In(pvap/p") vs. 1/T é uma reta de
inclinacdo negativa (Figura 2) e igual a razdo da
entalpia de vaporizacao pela constante dos gases
ideais (perfeitos), como mostrado na equacdo
34. Ja o intercepto esta também relacionado a
temperatura de ebulicdo na pressdo de referéncia
p°, como mostra a equagao 35:

p= _AvapH

. ou  AyapH =—bR (34)
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AvapH b AyapH b
a=—"-=—  ou T°=—"2E=_--(35)
RT© TO Ra
Em virtude da mudanca de Vvaridveis

(transformacdo) realizada de modo a obter um
comportamento retilineo das novas varidveis x
ey (1/Te In(pvap/p") na Figura 2, substituindo o
comportamento curvilineo das velhas varidveis
X ey (Te pvap) na Figura 1, e que foram de fato
as grandezas medidas, as incertezas u(x) e u(y)
das novas varidveis sdo diferentes daquelas u(x’)
e u(y’) das velhas varidveis. Desse modo, para se
realizar o ajuste dos pontos no grafico das novas
varidveis é necessario propagar as incertezas
das velhas varidveis para as novas usando a LPI
(equagdo 27). Esse assunto é tratado na secdo 7.4
de Bevington et al.® Ele também é tratado na secdo
5.3 de Montgomery et al.*® e no capitulo 13 de
Draper et al.}* mas para o caso particular no qual as
incertezas na nova variavel sdo homoscedasticas,
0 que ainda permitiria o uso do MMQO para os
dados linearizados.

Aplicando a LPI (equagdo 27) nas mudangas
de varidveis para obter as incertezas das novas
variaveis, u(x') = u(T) e uly') = u(pvap), a partir das
incertezas das velhas variaveis, u(x’) = u(T) e u(y’)
= u(pvap) do presente experimento, obtemos:

WF“G):\/W T (36)
J ] =

e

uly) =u (ln p;%) =

aInPvap ? [amlu ) 2 (37
OPyap u(pvap) + op° u(p) =

1
= E u(pvap)

A Ultima igualdade na equacgdo 37 resulta da
incerteza nula de p°, que na verdade ndo é uma
grandeza obtida de medicdo, mas um valor de
referéncia ad hoc. A equacgdo 36 e a equacgdo 37
mostram que as incertezas das novas varidveis
gue aparecem no grafico da Figura 2 dependem
dos valores das velhas varidveis. Se as incertezas
das velhas varidveis eram independentes de
seus valores (homoscedasticidade) as das novas
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variaveis ndo mais o sdo (heteroscedasticidade).

A Ultima equagdo apresentada acima nesse
documento foi a de nimero 37 e a proxima tera
0 numero 68 como se as equacbes 38S a 67S
apresentadas no material suplementar MS1
fizessem parte desse documento, resultando
numa melhorintegracao erelacdao de continuidade
entre os dois documentos, embora a leitura do
material suplementar MS1 ndo seja obrigatdria
para o entendimento desse trabalho.

1.4. Cinética quimica de primeira ordem e a
equacgao de decaimento exponencial

Na sec¢ao 1.4S do material suplementar MS1 sao
apresentados os conceitos da cinética quimica das
reagOes de cinética de primeira ordem onde sdo
mostradas as equacgoes 38S a 48S. Nela é deduzida
a lei de velocidade de primeira ordem integrada, a
equacao do decaimento exponencial (equagdo 42S),
sua forma linearizada (equacdo 43S) e é apresentada
a equacdo da dependéncia da constante de
velocidade das reagdes com a temperatura, dada
pela equacdo de Arrhenius (equagdo 48S).

1.5. Catalise homogenia enzimatica e a
equacgao de Michaelis-Menten

Na secdo 1.5S do material suplementar MS1 é
apresentado o mecanismo de Michaelis-Menten
para as reacgOes de catalise enzimatica, onde sdo
mostradas as EquacgGes 49S a 57S. Nela é deduzida
a equacdo de Michaelis-Menten (equagdo 525)
e sua forma linearizada (equacdo 53S), a da
velocidade maxima (equagdo 54S), da constante
de Michaelis-Mentem (equagdo 55S), da constante
catalitica (equacdo 568S) e a da eficiéncia catalitica
(equacdo 57S), que permitem a determinacdo
experimental dessas caracteristicas das reagdes
catalisadas por enzimas.

1.6. Extingao da luminescéncia, inibicao da
formacao do Ps e a equagdo de Stern-Volmer

Na secdo 1.6S do material suplementar MS1 é
apresentado o mecanismo de Stern-Volmer para
os processos fotofisicos ou fotoquimicos primarios,
onde sdao mostradas as Equacdes 58S a 67S. Nela sao
mostradas as duas formas da equacbes de Stern-
Volmer (equagdo 63S) e as suas formas linearizadas
(equacses 64S e 65S), que permitem a determinagdo
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experimental da vida média do estado excitado
eletrénico (equacdo 66S) e da constante de extingdo
de Stern-Volmer (equacdo 67S).

2. Parte Experimental

Os experimentos tratados nesse trabalho
sdo descritos em textos didaticos para aulas
praticas de fisico-quimica** e seus procedimentos
operacionais nao serdao abordados em detalhes
nessa se¢do. Tendo em vista o carater também
didatico desse trabalho, usaremos para o
experimento de equilibrio de fases liquido-vapor,
valores experimentais simulados em planilhas
EXCEL, disponiveis no material suplementar MS2,
usando a func¢do densidade de probabilidade
uniforme ou retangular da funcdo ALEATORIO()
do EXCEL para gerar os valores das grandezas
medidas: a grandeza controlada das abscissas e a
grandeza dependente das ordenadas, com desvios
padrdo populacionais escolhidos pelo usuario.
Dessa forma, o usudrio podera gerar dados que
poderdo ser usados em exercicios, aulas de
treinamento, avaliacbes, etc. podendo também
avaliar por simulacdo os efeitos das incertezas
dessas grandezas medidas sobre as incertezas
das grandezas finais (os mensurandos) calculadas
dos resultados dos ajustes de minimos quadrados
sobre os dados experimentais linearizados. Em
assim procedendo, a compatibilidade metroldgica
dos resultados desse experimento com os
valores de referéncia para esses mensurandos
constitui uma validacdo do tratamento estatistico
usado nesse trabalho para a analise dos seus
dados pseudo experimentais, e assim também
justificando o uso desse tratamento nos dados
dos trés outros experimentos. Também serdo
tratados os dados de pressao de vapor que
sdo apresentados no exercicio 3 do capitulo 1
“tratamento de dados experimentais” do livro de
Miranta-Pinto e Souza,* assim como os dados do
acido nitrico do Problema 4B.8 (paginal75) no
livro “Fisico-Quimica” de Atkins e de Paula.®

No experimento de cinética de primeira ordem
utilizaremos os dados experimentais obtidos
pelos estudantes em uma aula pratica em 2010 no
Departamento de Quimica da UFMG para a reagdo
de hidrodlise acida do acetato de etila. Para os
experimentos de catdlise homogenia enzimatica
e de extincdo de luminescéncia, usaremos os
dados, respectivamente, do “Exemplo 20H.1”
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(pagina 445) juntamente com a “Breve ilustracdo
20H.1” (pagina 446) e do “Exemplo 20G.2” (pagina
439) apresentados na 102 edi¢do do livro “Fisico-
Quimica” de Atkins e de Paula,® assim como os
dados da inibicdo da formacdo de positrénio,
particularmente do orto-Positronio (o-Ps) pelo
complexo [Eu(dpm),] em solucdes sélida na
matriz do complexo fluorescente [Tb(dpm).] do
artigo de Fulgéncio et al.** O material suplementar
MS2 também simula dados experimentais para os
experimentos de cinética de primeira ordem, de
cinética enzimatica e de extingdo de fluorescéncia,
gue podem ser usados para fins de ensino.

No material suplementar MS1 serdao apresentados
resumidamente os procedimentos experimentais
para a medicdo da pressdo de vapor de um liquido
volatilusando oisoteniscdpio (se¢do 2.1S) e dacinética
de primeira ordem da hidrdlise acida do acetato
de etila (secdo 2.2S), que ajudam na compreensdo
da estimagdo das incertezas de resolugdo dos
instrumentos de medig¢do e apresentam informacgdes
e bibliografias Uteis relativas a outras formas de se
realizar tais experimentos.

3. Resultados e Discussao

Essa secdo apresentard os dados e o tratamento
dos dados simulados da pressdao de vapor do
tetracloreto de carbono, CCl,, (equagdo de Clausius-
Clapeyron). O material suplementar MS1 apresenta
o tratamento dos demais dados de pressao de vapor
da literatura para o CCl, e para o HNO, (se¢bes 3.1.2S
e 3.1.3S), os dados dos modelos fisico-quimicos
da cinética de primeira ordem (sec¢do 3.2S) para a
determinacdo da constante de velocidade da reacao
(equacdo de decaimento exponencial) em func¢do da
temperatura, incluindo a determinacdo da energia
de ativacdo e do fator de frequéncia (equacdo de
Arrhenius), os dados de uma cinética de reacgdes
catalisadas por enzima (equagdo de Michaelis-
Menten) e de sua inibicdo (se¢do 3.3S) e os dados
da cinética de extincdo de luminescéncia (equagdo
de Stern-Volmer) e de inibi¢cdo da formagao do orto-
positrénio — 0-Ps (sec¢do 3.4S).

3.1. Equilibrio de fases liquido-vapor, pressao
de vapor de um liquido volatil e a equagdo de
Clausius-Clapeyron

Essa secdo tratard os dados de pressdo de
vapor de equilibrio em funcdo da temperatura
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obtidos de uma simulacdo referentes ao
tetracloreto de carbono, CCl,, estimando sua
entalpia de vaporiza¢ao, temperatura normal de
ebulicdo e entropia de vaporizagdo (se¢do 3.1.1).
As incertezas-padrao combinadas dessas duas
primeiras propriedades fisico-quimicas sdo
calculadas pela LPI no material suplementar MS1
(secdo 3.1.1.1S), a incerteza-padrdo combinada
da temperatura normal de ebulicdo é recalculada
na se¢do 3.1.1.2S pelo método de Monte Carlo.
A incerteza padrao da entropia de vaporizacao
é calculada pela LPI de dois modos diferentes
na secao 3.1.2S, uma dessas formas usando a
covariancia ou correlacdo entra a entalpia de
vaporizagao e a temperatura de ebuli¢ao calculada
na secdo 3.5S. Em seguida o MS1 apresentara os
o tratamento dos dados para o CCl, encontrados
no livro de Miranda-Pinto e Souza* (se¢do 3.1.3S),
mostrando que devido a um erro proporcional,
originado em vazamento na linha de vacuo, esses
dados levam a uma entalpia de vaporizagao
de quase metade de seu valor de referéncia.
Finalmente, sdo tratados os dados do HNO, do
livro de Atkins e de Paula® (secdo 3.1.4S).

3.1.1. Presséo de vapor de equilibrio do CCl,
simuladas para diferentes temperaturas

A Tabela 1 apresenta os dados de uma
simulacdo para a pressdo de vapor de equilibrio
(v') para o tetracloreto de carbono entre as
temperaturas (x’) de 0 °C e sua temperatura
de ebulicdo normal de 76,7 °C, como se fossem
medidos em um laboratério ao nivel do mar.
Assumimos as incertezas-padrao 10 mmHg e
3 K (ver em MS1) para as medicOes de pressdo
e temperatura um pouco superestimadas para
simular melhor a situacdo experimental de menor
repetibilidade dos experimentos em ambiente de
ensino e também possibilitar sua facil visualizagdo
grafica (Figura 1). Nos experimentos realizados
no Departamento de Quimica da UFMG em Belo
Horizonte, ndo se consegue medir o primeiro dado
dessa tabela usando apenas bomba de vacuo, pois
devido a altitude em torno de 850 m do nivel do
mar, sua pressdo atmosférica é em geral abaixo de
700 mmHg. O gréfico dos dados de temperatura e
de pressdo de vapor que sdo as grandezas (x’, y')
de fato medidas (aqui por simulagdo) é mostrado
na Figura 1, evidenciando o comportamento nao
retilineo da relagdo funcional entre essas duas
grandezas. Nasecdao 3.1.1 do material suplementar
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MS1 é discutido e mostrado em sua Figura 1S
gue um decaimento exponencial também ajusta
adequadamente esses dados, embora sem uma
justificativa conceitual, tratando-se de um modelo
puramente empirico.

A Figura 2 mostra o grafico, agora retilineo, dos
dados do logaritmo natural da pressdo (y) versus
o inverso da temperatura (x) da quinta e sexta
colunas da Tabela 1, conforme prevé a forma
linearizada da equacao de Clausius-Clapeyron,
equagao 33.

Normalmente nas aulas praticas de fisico-
guimica os estudantes procedem a elaboracgdo de
um grafico como aquele da Figura 2 e em seguida
ao ajuste da equacgao de uma reta as esses dados
usando o MMQOR, tal como realizado pelo
comando “LINHA DE TENDENCIA” do EXCEL, ou
ainda melhor usando a sua fungao PROJ.LIN.
No caso dos dados da quinta e sexta colunas da
Tabela 1 tal ajuste resulta no intercepto (10,35
+ 0,86) e uma inclinagdo (-3,63 *+ 0,27) mK™ ou
(-3,63 + 0,27) x10® K, com uma covariancia
entre o intercepto e a inclinagcdo de
cov(a,b) = -0,2271 (MS2) e correlagdo de
r(a,b) = —-0,9965 (Tabela 2). Ressalte-se que o
comando “LINHA DE TENDENCIA” n3o calcula
as incertezas, covaridncia ou correlagdo dos
parametros ajustados, mas tdo somente o
comando “PROJ-LIN”. Lembramos que nos
ajustes de MMQO (MMQOA e MMQOR) estamos
desprezando as incertezas da grandeza da
abscissa, aqui x = 1/T ou 1000/7, uma vez que
os MMQQO sdo um MMQUV. Também esta se
considerando que as incertezas da grandeza
das ordenadas, In(p/p°) é a mesma em todos os
pontos, ou seja, a homoscedasticidade e igual
ao desvio padrdo residual, s_ = 0,2261 (MS2).
Claramente essas duas condi¢des para o uso do
MMQOR ndo sdo obedecidas conforme mostram
as barras de incertezas da Figura 2 e a penultima
e ultima colunas da Tabela 1, onde vemos que as
incertezas de x dobram entre o primeiro e o ultimo
ponto, enquanto as de y sao multiplicadas por
vinte, evidenciando a dupla heteroscedasticidade
nos dois eixos. Uma outra possibilidade para
ajustar a reta da Figura 2 é usar o MMQOA, que
resulta nos mesmos valores obtidos pelo MMQOR
para o intercepto, a inclinagdo e a correlagao, mas
em valores diferentes para suas incertezas (Tabela
2). Mas como discutido logo acima: ndo ha uma
incerteza Unica para todos os valores de y, e como
estabelecido na se¢do 1.1.1 é necessaria uma
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escolha ad hoc de um valor para essa incerteza
comum u, tendo sido escolhida o valor 0,215
(MS2), a maior incerteza de y.

A partir da equacdo 34 podemos calcular
a entalpia de vaporizacdo do liquido em
consideragdo, usando a inclinagdo ajustada:

AyapH = —bR = 3630,5 K1 x
8,314462618 ] K mol™* = 30186 ] mol?

(68)

Dividindo a primeira forma da equacdo 34
pela primeira forma da equacdo 35 obtém-se a
expressao para calcular a temperatura de ebulicao
na pressdo de referéncia T°, que aqui é a pressao
normal ao nivel do mar de 760 mmHg, logo calcula-
se a temperatura normal de ebuli¢do T, como:

b -3630,5 K

Top=—7=—

= 350,696 K (69)
a 10,35

Para completar o resultado da medicdo de
um mensurando do ponto de vista metroldgico é
necessario estimar sua incerteza. Aqui as fungées
de medicdo dos dois mensurandos entalpia de
vaporizagao e temperatura de ebulicdo sdao dadas
pela equacdo 68 e pela equacgao 69. As fontes de
incertezas desses dois mensurandos, sao aquelas
de suas grandezas de entrada: o intercepto a
inclinacao e a constante dos gases ideais. Por sua
vez as duas primeiras fontes tém como fontes de
incertezas aquelas das medi¢Oes de temperaturas
e pressoes de vapor da Tabela 1 e que deram
origem a Figura 2. Essas relacGes de causa e efeito
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entre as fontes de incertezas de um mensurando
ficam bem representadas em um diagrama de
causa e efeito ou diagrama de Ishikawa como
aqueles mostrados na Figura 3.

Como mostrado no diagrama de causa e efeito
para T na Figura 3, as fontes de incertezas para a
e b, suas grandezas de entrada, sdo exatamente as
mesmas. Essa é a causa da covariancia (correlacdo)
entre essas duas grandezas ajustadas, a qual deve
ser levada em conta no calculo da incerteza-padrao
combinada de T_, e constitui sua terceira fonte de
incerteza, como mostrado pelas trés setas verdes
(setas das fontes primarias de incerteza) apontando
para a grande seta azul horizontal, que por sua vez
aponta para o mensurando T, no diagrama da
direita na Figura 3.

No material suplementar MS1, a subsecdo
3.1.1.1S. “Calculando as incertezas-padrdo da
entalpia de vaporizacdo e da temperatura de
ebulicdo do CCL, usando a LPI” mostra em detalhe
os calculos dessas incertezas para o ajuste de
MMQOR usando da Equacdo 70S a Equagdo 73S
como se fossem feitos a mdo (calculadora de
bolso) e usando o Excel, que resultaram nos valores
apresentados na Tabela 2. Ela também mostra que
a maior contribuicdo em maodulo para a variancia
da temperatura de ebulicdo e, portanto, também
para sua incerteza-padrdo combinada, é devida a
covariancia (correlacdo) negativa entre o intercepto
e a inclinacdo, conforme mostrado na Figura 4.

No material suplementar MS1, a subsecdo
3.1.1.2S “Calculando a incerteza-padrdao combinada

Tabela 1. Dados experimentais simulados de pressdo de vapor de equilibrio do tetracloreto de
carbono em func¢do da temperatura, com incertezas supostamente populacionais de 3 K e 10 mmHg
para a temperatura e a pressdo de vapor, respectivamente

t_./°C T ./K T/K P / mmHg  1000/T /K™ In(pEP/p°) u(1000/7) / K* u(In(pvaj/p"))
76,65 349,8 353,9 753,14 2,83 -0,009062 0,024 0,013
70 343,15 340,2 618,99 2,94 -0,205234 0,026 0,016
65 338,15 341,6 526,35 2,93 -0,367361 0,026 0,019
60 333,15 331,7 454,00 3,01 -0,515221 0,027 0,022
50 323,15 318,8 317,04 3,14 -0,874281 0,030 0,032
40 313,15 308,7 217,63 3,24 -1,250538 0,031 0,046
30 303,15 301,5 146,23 3,32 -1,648132 0,033 0,068
20 293,15 293,1 76,23 3,41 -2,299563 0,035 0,131
10 283,15 286,3 49,77 3,49 -2,725897 0,037 0,201
0 273,15 270,0 46,50 3,70 -2,793875 0,041 0,215

A primeira e a segunda coluna mostram as temperaturas controladas por banho termostatizado nas quais se pretendia
medir a pressdo de vapor e em torno das quais foram feitas as simulagdes estocasticas da temperatura com u(T) =3 K. A

terceira coluna mostra o valor real da temperatura medida
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Tabela 2. Resultados dos ajustes de MMQ para a inclinagao e o intercepto da reta ajustada aos
dados para o tetracloreto de carbono da Tabela 1 e Figura 2 pelos diferentes métodos de minimos
quadrados de regressao, juntamente com os valores de entalpia de vaporizacao e de temperatura de
ebulicdo obtidos em cada caso dos parametros ajustados, todos acompanhados de suas incertezas-
padrdo de medicdo e a correlacdo linear entre o intercepto e a inclinagao r(a,b)

MMQ a u(a) b/kK u(b)/ kK r(a,b) A H / k) mol* U(A@pH) / kJ mol* T,/K u(T,)/K
OR 10,35 0,86 -3,63 0,27 —-0,9965 30,186" 2,21° 350,696" 3,98t
OA* 10,35 0,81 -3,63 0,25 —-0,9965 30,186" 2,11° 350,696" 3,781
PR 8,68 0,74 -3,06 0,25 —-0,9992 25,466" 2,1 352,68" 1,6
PA 8,68 0,19 -3,06 0,066 -0,9992 25,466" 0,55 352,68" 0,42
BVR? 10,31 0,76 -3,61 0,25 -0,9979 30,017* 2,1 350,26" 2,4
BVA* 10,31 0,58% -3,61 0,19 -0,9979 30,017° 1,6 350,26" 1,8

*0Os dados linearizados sdo heteroscedasticos, assim para fazer os calculos das incertezas u(a) e u(b), reportados acima pelo
MMQOA no material suplementar MS2, escolhemos arbitrariamente a maior incerteza u(y,) dos pontos justados como sendo uma
incerteza comum hipotética (ver se¢do 1.1.1). Como para realizar o MMQOA usando o XLGENLINE** v1_1, mostrado no material
suplementar MS2, foi usado o valor u(y)) = 1 como incerteza comum ou peso comum de todos os valores de y, as incertezas u(a)
e u(b) ficam muito grandes, ja a correlagdo r(a,b) fica inalterada pois ela independe das incertezas de y. e de s __equagdo 17b. Se
0 MMQOA for feito usando como incerteza comum de todos os valores de y, o desvio padrdo residual desse primeiro ajuste com
u(y) =1, as incertezas u(a) e u(b) calculadas serdo iguais as do MMQOR. Y0 GUM recomenda que a incerteza de medi¢do seja
reportada com no maximo dois algarismos significativos, e o valor de sua grandeza com o mesmo numero de casas decimais da
incerteza, e.g.: considere um resultado calculado como 1234567,89 + 1234,5, ele seria reportado como 1234,6x10° + 1,2x103,
ou (1234,6 + 1,2)x10%. Mas aqui reportamos algumas das incertezas com mais que dois algarismos significativos e o valor de
sua grandeza com maior nimero de casas decimais que as da incerteza. Desobedecemos a regra nos casos marcados com t
para facilitar encontrar os valores na aba “Cla-Cle CCl4” no material suplementar MS2 e facilitar a compreensao de algumas
discussdes do artigo. A titulo de exemplo, a forma de reportar os resultados da entalpia e da temperatura de ebulicdo do MMQOR
obedecendo essa regra seria: 30,2+2,2; 350,7%4,0. “Conforme a recomendagéo da se¢do 7.2.6 do GUM,? o arredondamento da
incerteza de medigdo as vezes ndo obedece estritamente a regra de arredondamento, quando o primeiro digito a desaparecer
¢é abaixo, mas muito préximo de 5. Aqui o valor 0,574867389 foi arredondado para 0,58. *MMQBVA usando o XLGENLINE.>> As
incertezas e covariancias do MMQBVR foram calculadas a partir do dos resultados do MMQBVA, usando o s__ ponderado (ver
calculos nas células G252, G254 e G255 na aba “Cla-Cle CCl4” do material suplementar MS2).

800
700

600

—E—
—3—

265,0 285,0 305,0 325,0 345,0
T/K
Figura 1. Curva da pressdo de vapor de equilibrio do tetracloreto de carbono na faixa de temperatura de
0a76,7°C, essa ultima suatemperatura de ebulicdo normal, portanto a1 atm. A curva continua é o ajuste
de MMQO sobre a forma linearizada na Figura 2 da equacao de Clausisu-Clepeyron: Powp = 760exp[10,35
+(-3630,5)/T] = 760exp(10,35)exp(—3630,5/T). Outros ajustes e demais informagdes na Figura 1S no
material suplementar MS1
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1/T / mK-!
2,8 3,0 32

34 3,6 3,8

=-3,6305x + 10,3524
R%?=0,9587

Figura 2. Curva da forma linearizada da equacao de Clausius-Clapeyron (equac¢do 33) do logaritmo da

razdo da pressao de vapor de equilibrio pela pressao de referéncia de 1 atm = 760 mmHg do tetracloreto

de carbono na faixa de temperatura de 0 a 76 °C ajustada pelo MMQO. Notar a heteroscedasticidade
das barras de incertezas. Outras informagdes na Figura 2S no material suplementar MS1

Figura 3. Diagramas de causa e efeito ou de Ishikawa para a entalpia de vaporiza¢do e para a temperatura

de ebulicdo de um liquido volatil determinadas por meio da reta ajustada a um grafico da equacdo

de Clausius-Clapeyron linearizada como na Figura 2. Outras informagGes na Figura 3S no material
suplementar MS1

de medi¢do de T usando o método de Monte
Carlo” mostra o uso da calculadora de incertezas
do National Institute of Standards and Technology
— NIST dos Estados Unidos da América, a NIST UM,
confirmando seu valor da Tabela 2 para o MMQOR.

Vale lembrar que a entalpia de vaporizacao
e a temperatura de ebulicdo determinadas por
esse procedimento s3ao grandezas covariadas,
cov(AvapH, Teb) # 0, ou correlacionadas, r(AvapH, Teb)
# 0, visto que tém a inclinacdo b da reta ajustada

como uma fonte comum de incerteza (na
linguagem dos estatisticos: uma fonte comum de
erros) como mostram os dois diagramas de causa
e efeito da Figura 3. Na verdade as fontes comuns
de incerteza para a entalpia de vaporizacdo e
para a temperatura de ebulicdo sdo as incertezas
das medi¢des da temperatura de equilibrio e da
pressdo de vapor de equilibrio, que sdo as fontes
de incerteza para a inclinagdo b (Figura 3). Assim
por exemplo, calculando a entropia de vaporizacao
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como AvapS = AvapH/Teb, o célculo de sua incerteza
usando a LPI da equacdo 27 deve levar em
consideragdo a cov(AvapH, T,) ou a correlagdo
r(AvapH, T.). A demonstracdo dessa covariancia
(equacdo 110S) e correlacdo (equacgdo 111S) sdo
feitas na sec¢do 3.5. no material suplementar MS1
e suas equacdes usadas nas planilhas no EXCEL do
material suplementar MS2.

Tendo em vista a heteroscedasticidade dos
dados de In(p/p°) e ainda desprezando as incertezas
do inverso da temperatura uma forma mais
adequada para ajustar a reta seria usar o MMQPA
ou o MMQPR. Os resultados dos parametros da
reta ajustados pelos MMQOR, MMOA, MMQPR
e MMQPA, todos quatro MMQUYV, sao mostrados
na Tabela 2, assim como os resultados dos calculos
da entalpia de vaporizacdo (equagdo 34), da
temperatura de ebulicdo normal (equacdo 35) e
suas incertezas (equagdo 70S e equagdo 71S), que
sao realizados da mesma forma como mostrado
para o MMQOR acima.

Como apresentado na subsecdao 3.1.1.3S
“Usando o método dos minimos quadrados ndo
linear ponderado — MMQNLP para ajustar AvapH e
T_” no material suplementar MS1, implementamos
o MMOQNLP, que também é univariado (Figura
1S), usando o comando “solver” do Excel para
ajustar diretamente os valores da entalpia de

8000,0% -

4186%

4000,0% +

«n

Va

vaporizacdo (AvapH) e da temperatura de ebulicdo
normal (T° = T ) na forma ndo linear da equagdo
de Clausius-Clapeyron (equacdo 32). O resultado
desse procedimento iterativo para o conjunto de
dados simulados da Tabela 1, partindo de diferentes
valores iniciais para verificar a convergéncia das
iteracGes, levou aos valores médios:

AH = (26,544 J £ 0,379) kI mol™ K* e
T, =(352,64191 £ 0,305) K.

Ver a subsecdo 3.1.1.3S do MS1 para mais
detalhes e discussdes sobre esse ajuste de
MMQNLP.

Finalmente, a forma mais correta de se fazer
uma regressao para determinar os valores de
parametros ajustados quando ha incertezas nas
grandezas dos dois eixos é usando o MMQBV. Se
aplicamos a equacdo 23 as incertezas nas duas
Ultimas colunas da Tabela 1 mostradas em todos
os pontos da Figura 2, vemos que as incertezas
de x propagadas para y (ver legenda da Figura
2S no MS1) ndo sdo despreziveis, o que exigiria
a utilizacdo do MMQBV a esses dados. Para
esse fim, usamos o software XLGENLINE,* cujos
resultados dos ajustes também se encontram na
Tabela 2. Na aba “Cla-Cle CCl4” apéds a linha 141 do
material suplementar MS2 encontramos as copias
das entradas de dados e resultados dos ajustes
de MMQO, MMQP e MMQBYV feitos usando o

5312%

0,0%

oes para a variancia

-4000,0%

~

-8000,0% +

combinada do mensurando

Contribuic

-12000,0% -

u2y(b)

-9398%

u2y(a) uy(rab)

Figura 4. Contribuigbes percentuais para a variancia da temperatura de ebuli¢do, T_, =y, o mensurando.
uzy(a) contribui¢do para a variancia de T devido ao intercepto a; uzy(b) contribui¢do para a variancia de
T, devido a inclinagdo b; e uy(rab) contribuigdo para a variancia de T, devido a covariancia (correlagdo)
entre o intercepto a e a inclinagdo b. Os valores aqui apresentados, cuja soma totaliza 100, sdo
confirmados pelos resultados da NIST UM no Quadro 1S no material suplementar MS1
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XLGENLINE, os dois primeiros confirmando os
ajustes feitos pelos comandos do EXCEL ou pelas
planilhas de MMQP que montamos no MS2, assim
validando essas Ultimas.

Os valores dos parametros da reta ajustados
pelos diversos MMQ (Tabela 2) sdo relativamente
semelhantes. Os seis valores estimados para o
intercepto e para ainclinagdo sdo estatisticamente
idénticos ao nivel de confianga de 95 % (duas
incertezas-padrao). Os valores desses parametros
determinado pelos MMQP, e em especial pelo
MMQPA, sdo ligeiramente inferiores aqueles
dos demais métodos de regressdo. As maiores
diferengas entre esses ajustes se encontram nos
valores das incertezas estimadas por cada um
deles. Os MMQP levam a menores incertezas
para a entalpia de vaporizacdao e a temperatura
de ebulicdo que o MMQO, mas tém uma
tendéncia a subestimar a entalpia e superestimar
a temperatura de ebulicdo. Isso porque tanto a
inclinagcdo como o intercepto sao principalmente
determinados pelos pontos para baixos 1/T em
maiores temperaturas, que apresentam menores
incertezas na Figura 2, tendendo com isso a baixar
a inclinacdo e o intercepto desse grafico, mas
baixando mais fortemente a inclinacdo. Como ja
anunciado na sec¢do 1.1.1 da introducdo sobre
os MMQUYV, o uso de um MMQ absoluto ou de
seu analogo relativo ndo altera os valores dos
parametros ajustados da reta, e por conseguinte,
nem dos valores de entalpia de vaporizacao,
da temperatura de ebulicdo ou qualquer outra
grandeza fisico-quimica obtida somente desses
dois parametros ajustados. A diferenca entre
esses ajustes s6 ocorre nos valores das incertezas
u(a) e u(b) dos parametros ajustados e de sua
covariancia cov(a,b), pois nos MMQ relativos a
variacdao dos dados em torno do modelo ajustado,
dado pelo desvio padrdo residual, é incorporada
no calculo desses valores (mas ndo no de r(a,b)).
Assim, desde que as estimativas para as incertezas
de medicao das grandezas realmente medidas,
aqui temperatura e pressdo de equilibrio, sejam
minimamente confiaveis, é preferivel usar um
MMQ absoluto.

Conforme mostra a Tabela 2 os valores da
entalpia de vaporizacdo assim como os de
temperatura de ebulicdo normal obtidos dos
ajustes de MMQO e MMQBV tém ambos uma
boa “veracidade de medicdo” [VIM §2.14]}
sendo todos metrologicamente compativeis,
para uma “probabilidade de abrangéncia”

de Magalhdes, W. F.

[VIM §2.37]' de 95%, logo, dentro do
“intervalo de abrangéncia” [VIM §2.36]' de
duas vezes as suas incertezas-padrdo, com os
respectivos valores de referéncia do NIST*
AvapH:(3212)kJeTeb:(349.8i0,3)K:(76,65i0,3)
°C. Enquanto esses valores obtidos dos ajustes de
MMQP sao, respectivamente abaixo e acima dos
valores de referéncia para a mesma probabilidade
de abrangéncia, isso pelas mesmas razoes
elencadas no paragrafo anterior para justificar a
maior discrepancia nos valores da inclinacdo e
intercepto ajustados pelos MMQP. Para verificar
se esse comportamento do MMQP nao era apenas
relativo aos dados da simulacdo mostrada na
Tabela 1, foram feitas inicialmente dez simulagdes
resultando em uma entalpia média e temperatura
de ebulicdo média de 31,96 kJ mol™? e 349,2 K
com desvios padrdo amostrais 3,42 k] mol™ e
2,3 K, respectivamente. Mais dez simulagdes
resultou nos valores médios 30,93 kJ mol™? e
350,3 K e desvios padrdo amostrais 3,42 kl mol™ e
2,3 K, respectivamente, para todos os vinte valores
simulados, mostrando que ndo ha a tendéncia
sistemdtica dos MMQP como a indicada pelos
resultados da Tabela 2 baseados na simula¢do da
Tabela 1.

Conclui-se, portanto, que a mais correta
forma de se ajustar os dados linearizados
heteroscedasticos nos dois eixos desse

experimento é utilizando o MMQBY, levando
em consideracao as incertezas dos dois eixos. Na
impossibilidade de se fazer o MMQBYV, ou com o
intuito de se ensinar o adequado ajuste de dados
heteroscedasticos no contexto dos MMQUYV, a
forma mais adequada é utilizar o MMQP.

4. Conclusao

Consideramos primeiramente as conclusdes
gerais de carater conceitual, as quais se seguirdo
as de carater especificos dos dados experimentais
tratados nesse trabalho.

Esse trabalho mostra que toda vez que
medimos duas grandezas y° e x° relacionadas
entre elas por uma fungdo nao linear e que
por meio das mudancas de variaveis y° = y ou
x" = x escrevemos essa relagdo em uma forma
linearizada: y = ZG,X'} comi=0,1,2,.., permitindo
a construgao de um grafico das novas varidveis y
e X que possa ser ajustado por uma reta ou um
polinbmio, é necessario propagar as incertezas
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u(x’) e u(y’) das grandezas originalmente medidas
y’ e x’ para as novas grandezas y e x que aparecem
no grafico linearizado antes de se proceder ao
ajuste pelos métodos dos minimos quadrados
— MMQ univariados — MMQUV ou bivariados —
MMQBYV dos parametros a e b das retas ajustadas
aos modelos linearizados.

As regressoes pelos MMQUYV ordinario - MMQO
ou ponderado — MMQP, assim como o MMQBV
podem todos ser realizados considerando como
“perfeitamente” conhecidas as incertezas u(x) e
u(y) das variaveis ajustadas nos MMQ absolutos
- MMQA (MMQOA, MMQPA e MMQBVA).
Alternativamente, pode-se considerar que as
incertezas u(x’) e u(y’,) sdo apenas estimativas das
proporcGesrelativasdasverdadeiras(populacionais)
incertezas dos dados experimentais e usar os
MMQ relativos — MMQR (MMQOR, MMQPR e
MMQBVR) para seus ajustes. Nesses casos, O
desvio padrdo residual do ajuste—s__é usado como
a incerteza comum a todos os dados, no caso de
homoscedasticidade, ou como a incerteza do ponto
de peso unitdrio relativamente ao qual estariam
proporcionalmente relacionadas as verdadeiras
incertezas heteroscedasticas dos dados ajustados.
Assim, o uso dos MMQR incorpora a variabilidade
dos dados em torno do modelo ajustado as
incertezas dos parametros ajustados, por isso esses
métodos de ajuste ndo seriam recomendados para
uso quando da escolha de modelos empiricos para
representar sinteticamente os dados experimentais,
0 que ndo é o caso do presente trabalho no
qual os modelos ajustados estdo baseados nas
teorias da termodinamica ou da cinética quimica.
Porém os MMQR sdo preferiveis quando se tem
poucos pontos a ajustar e principalmente quando
as incertezas-padrao das grandezas realmente
medidas x’e y° tém estimativas aproximadas e
pouco confidveis, pois nesse caso, ndo havendo
duvida sobre a adequagdo conceitual do modelo
(funcdo) ajustada, a prépria dispersdo dos pontos
em torno dela é uma informagao util na estimagao
das incertezas-padrdo dos pardmetros ajustados.
De todo modo, ndo ha diferenca entre os valores
dos parametros ajustados entre os pares absoluto
e relativo de MMQ do mesmo tipo (MMQOA e
MMQOR ou MMQPA e MMQPR ou MMQBVA
e MMQBVR) mas tdo somente nas incertezas e
covariancias desses parametros. Evidentemente
ha diferencas entre os valores dos parametros
ajustados entre os MMQO, MMQP e MMQBYV pois
cada um deles tem um esquema de ponderagao

Va

dos pontos diferentes.

Nos experimentos considerados nesse trabalho
as incertezas u(x’) e u(y’) das grandezas x", e y’,
obtidas de medi¢Oes diretas (pressdo de vapor,
temperatura,volumedetitulante,tempo)emesmo
aquelas obtidas de medicdo indireta (velocidade
inicial, concentracao do substrato, intensidade ou
vida média de luminescéncia) podem, em geral,
ser consideradas como constantes na pequena
faixa de valores medidos, constituindo assim a
condicdo estatistica de homoscedasticidade das
grandezas experimentalmente medidas. Se as
incertezas u(x) forem consideradas despreziveis,
quando comparada as incertezas u(y) pela relagdo
3bxu(x) < u(y) nos dados linearizados (x,y ), entdo
o método indicado para o ajuste é o MMQP, que
é um estimador linear ndo tendencioso e de
menor variancia (best linear umbiased estimator
— BLUE) tendo em vista a heteocedasticidade das
incertezas u(y)) decorrente da mudanca de variavel
usada na linearizacdo dos modelos. Ao contrario,
caso essas incertezas u(x) ndo sejam despreziveis
relativamente as incertezas u(y) o MMQBV deve
ser preferencialmente utilizado. Evidentemente, o
MMQBYV leva as maiores incertezas e covariancias
dos parametros ajustados e, portanto, a maiores
incertezas das grandezas obtidas a partir desses
parametros ajustados que os MMQUYV, mas com
isso pode evitar as metrologicamente indesejaveis
subestimacdes dessas incertezas.

Particularmente a implementac¢do incompleta
do MMQNLP que realizamos em algumas das
planilhas desse trabalho usando o comando
“Solver” do EXCEL, ndo permite a estimacao da
incerteza-padrdo dos parametros ajustados, e
uma andlise sensitiva do comportamento da
superficie de resposta da funcdo objetivo soma
de quadrados residuais, SQ _, sendo minimizada
é aconselhavel, para se ter uma ideia da
concavidade dessa superficie nas dire¢des dos
parametros ajustados, e assim de suas incertezas,
e para avaliar minimamente a qualidade de
convergéncia desse procedimento iterativo.

Se, como nesse trabalho, obtemos os valores
dos parametros ajustados a um conjunto de
dados por meio de todos esses procedimentos de
regressio de MMQ (MMQO, MMQP, MMQBV e
MMQNLP), é sempre interessante e conveniente
uma analise critica, e provavelmente um tanto
subjetiva, que leve em considerac¢do a quantidade
de dados ajustados, a qualidade das incertezas
estimadas para os dados originalmente medidos,
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uma avaliagdo visual dos graficos dos modelos
ajustados e toda informacdo da experiéncia
prévia com o procedimento de medicdo utilizado,
para se optar pelo resultado final a reportar,
sem se eximir completamente de considerar
a qualidade estatistica conceitual de cada um
desses procedimentos, tarefa nada simples. Isso
é 0 mais perto que consigo me aproximar da
estatistica Bayesiana considerando meus parcos
conhecimentos.

Existem em geral uma infinidade de fungdes
(modelos) que podem ser adequadamente
ajustadas a um conjunto de dados (x,y), devemos
nos orientar por duas premissas basicas, é sempre
preferivel um modelo resultante do tratamento
matematico de alguma teoria conceitual, na falta
disso, é preferivel o modelo mais simples e com o
menor nimero de pardmetros a ajustar.

Relativamente aos dados tratados nesse
trabalho, como as incertezas das varidveis x e y
obtidasdalinearizacdosdotodasheteroscedasticas
o0 procedimento correto para seu ajuste se as
incertezas de x forem despreziveis € o MMQP,
mas é recomendavel que se faca medicGes sobre
uma faixa extensa de valores de x, pois em geral
0s pesos dos pontos mais préximos de x = 0 sdo
maiores, devido as suas incertezas menores.
Isso pode na falta de pontos distantes do eixo
y gerar uma tendéncia no valor do intercepto,
pois a reta tendera a passar mais proxima desses
pontos mais proximos do eixo y. Portanto, para
o uso dos MMQP é desejavel experimentos
bem planejados com estimativas razoavelmente
confidveis das incertezas u(x’) ou de u(y’) das
medicdes diretas. Especialmente porque como os
MMQO sdo casos particulares dos MMQP esses
estimam corretamente os parametros ajustados
e suas incertezas mesmo se usados para dados
homoscedasticos.

Entre os diversos ajustes realizados as maiores
incertezas para a entalpia de vaporizacao e para
a temperatura de ebulicdo do tetracloreto de
carbono foram 9 % e 1 %, respectivamente,
demonstrando que mesmo para incertezas-
padrao tao altas quanto 3 K e 10 mmHg para a
medicao da temperatura e da pressao de vapor
ainda é possivel obter um bom resultado para os
parametros termodinamicos obtidos. Resultados
com qualidades metroldgicas semelhantes ou
melhores, como 1 % para a energia de ativagao
da hidrélise acida do acetato de etila, foram
obtidas paras as demais grandezas fisico-quimicas
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tratadas nos materiais suplementares MS1 e
MS2, com excec¢do do fator de frequéncia cuja
incerteza-padrao, como esperado, foi de 30 %.

Os conteldos conceituais considerados nesse
trabalho ndo se restringem as medic¢des da fisico-
guimica, e sdo de grande importancia para a
formacdo dos profissionais de quimica, engenharia
guimica, farmacia entre outras dareas técnicas
envolvidas em medicGes, tendo em vista a exigéncia
de reconhecimento metroldgico, juridico e mesmo
de seguranca publica dos resultados das medicoes
realizadas por esses profissionais. Infelizmente
esses contelddos, embora constituam disciplina
histdrica dos cursos de engenharia mecanica, ndo
tém sido ensinados nos cursos de graduagdo acima
citados no Brasil.

5. Material Suplementar

Para complementar o artigo, o material
suplementar MS1 faz a apresentagao dos
tratamentos de dados para os dados experimentais
de pressdo de vapor de equilibrio (equagdo de
Clausius-Clapeyron) para o tetracloreto de carbono
apresentados no livro de Miranta Pinto e Souza* e
para o acido nitrico do livro de Atkins e de Paula;®
para a determinagdo das constantes de velocidade
em trés temperaturas diferentes, da energia de
ativacdo e do fator de frequéncia (equagdo de
Arrhenius) para a rea¢do de cinética de primeira
ordem (equagdo de decaimento exponencial)
da hidrdlise acida do acetato de etila; para os
dados da cinética de primeira ordem (equagao
de decaimento exponencial) de decomposi¢do do
azometano do livro de Atkins e de Paula;® para os
dados da velocidade inicial da cinética de rea¢des de
catalise enzimatica (equagao de Michaelis-Menten)
e de sua inibigdo do livro de Atkins e de Paula;® e
finalmente, para os dados de extingao (quenching)
da vida média de fluorescéncia do estado excitado
eletrénico do [*Ru(bipy).]* do livro de Atkins e de
Paula,® e de inibicdo da formagdo de positronio
em solugdes solidas de Fulgéncio et al.* (equacdo
de Stern-Volmer). O material suplementar MS1
termina generalizando da lei de propagacdo de
incertezas — LPI, apresentando a lei de propagagao
das covariancias — LPC, e a utilizacdo do Excel para
realizar a regressdo pelo método dos minimos
quadrados nao linear ponderado — MMQNLP.

Planilhas EXCEL com os calculos de MMQ e
de incerteza de medigdo se encontram nas varias
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abas no material suplementar MS2, disponiveis
em http://rvg.sbg.org.br, com acesso livre. A
estrutura dessas abas e os cédlculos de MMQ nelas
realizados sdo essencialmente os mesmos, sendo
gue a Unica diferenca entre eles sdo os calculos
das incertezas das grandezas medidas x'e y’ e
das grandezas x e y obtidas por lineariza¢cdo dos
modelos fisico-quimicos, e que de fato estdo
sendo ajustadas. As primeiras setenta linhas de
cada aba, exceto para as abas “Cla-Cle MP S” e
“inib Enzim” permitem as simulacdes de dados
experimentais que sdo ajustados pelos MMQO
e MMQP e podem ser usados para elaborar
exercicios, questdes de avaliagGes. Se as planilhas
forem utilizadas para o ajuste de algum outro
dado experimental é aconselhavel copiar a aba
adequada em um novo arquivo EXCEL, no qual
se fard as adaptacGes necessdrias, resguardando
a integridade do arquivo original que acompanha
o artigo. Nesses casos, especial atencdao deve
ser tomada nas células que tém equagcbes com
enderecos de células fixados com o simbolo
S e estdo identificadas com seu conteddo em
cor vermelha, pois em geral elas precisarao ser
reprogramadas nessas copias. Os arquivos dos
demais materiais suplementares MS3 e MS4
sdo os arquivos de configuracdo da NIST UM
para o calculo pelo método de Monte Carlo das
incertezas-padrao combinada da temperatura
de ebuli¢do, u(T_), normal do tetracloreto de
carbono e da constante de velocidade de segunda
ordem, u(k), da hidrélise acida do acetato de
etila, respectivamente. Essas duas incertezas
foram as duas de calculo mais complexo assim
a concordancia entres os valores da NIST UM
e aqueles calculados no material suplementar
MS2 com as equagOes desse trabalho é uma boa
validacdo dos procedimentos aqui utilizados.
Esses arquivos podem ser carregados na NIST UM,
mostrando como foram feitos os calculos dessas
incertezas-padrao combinada.
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